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Aufgabe 1)

Gegeben sei ein DEM UiberY := {0, 1}, der durch folgendeBlbergangsdiagramm definiert
wird:

0,1

Bestimmen Sie durchystematische Konstruktiginen regularen Ausdruck derart, dass gilt
L(R) = L(A).

Losung.

Wir wenden die induktive Konstruktion aus den Vorlesuntiefoauf den Automatepd an.
Da wir nur einen Endzustand haben, ditt4) = L2 .

Fur den Induktionsanfang giltghq1 = Lgl,q2 = {e}, denn es gibt kein Symbal € ¥ so, dass

6(qi, a) = g; furi = 1,2 erfullt ist. Weiterhin giltL) = ={0,1} undL), == {1}.

Als nachstes betrachten V\[uéi?qj:

° Lélm = Lgl,ql U (L217q1 ’ (L217q1)* ) Lgl,th) = {e}
* Lélﬂ]Q = LCO]M]Q U (L€O]1,Q1 ’ (Lghth)* ’ L€O]17€I2) = {0’ 1} U ({6} ’ {5}* : {0’ 1}) = {0> 1}



® Lopar = Logpgr U (L g (Lo q)" Loy ) = {1} U ({1} - {e} - {e}) = {1}
° Lé2,q2 - L22,q2 U (L22,q1 ’ (Lgl,q1)* ’ Lgl,qg) = {5} U ({1} ’ {5}* ’ {0’ 1}) = {1} : {Oa 1}

Somit folgt insgesamt

L(A) = L?

- Lti:qi U (Lél,qz ’ (Lézm)* 'Léwh)
={e}U({0,1} - ({1} -{0,1})" - {1})
= ({0,1} - {1})"

Der gesuchte Ausdruck ist also

R=((0Un))*

Aufgabe 2)

Das Problem HrTING SET ist wie folgt definiert:

GegebenEine Mengéd/{ und eine Familie\l := {My, ..., M, } von Teilmengen vod/ — oder
M C 24 mit |M| = n, sowie ein Parametdy < N.

Frage Gibt es eine Teilmeng& C i/ mit |H| = K derart, dass

VM; € M : |H N M| > 17

Zeigen Sie: HTTING SET ist N'P—vollstandig.

LGsung.

Hinweis: Ich habe die bsung diesmal von der Augirlichkeit so gehalten, wie sie in der Klau-
sur gefordert sein@&nnte.

e HITTING SET € NP

Zu einer geratenen Losurig kann wie folgt gepriift werden ob sie ein Hitting Set istrFu
jede Mengel; prife ob es inH ein Element gibt, dass ifd; enthalten ist. Dies kann mit
AufwandO(|M|- U] -|H]) in polynomieller Zeit Uberprift werden. Es gilt alsoTHING
SET € NP.

e HITTING SET ist N'P-hart:
Wir zeigen: VERTEX COVER <, HITTING SET.

Seil := (V, E, K) eine Instanz von ¥RTEX COVER. Konstruiere dazu wie folgt eine
Instanz!’ := (M,U, K') von HITTING SET:



-—UuU:=Vv

- M :={{u,v} € E}

- K=K
Die Konstuktion ist offensichtlich polynomiell.
Wir zeigen jetzt:

I hat ein Vertex Cover der Grolf¢ < I’ hat ein Hitting Set der GroRE’

In I existiert genau dann ein Vertex Cover der Grdevenn es eine Teilmende’ C V/
der GroRReK gibt, so dass fur jede Kantu,v} € E giltt w € V' v v € V'. Nach
Konstruktion hat genau dann auéhein Hitting Set der GrolR&” = K, in dem wir die
MengeH = V' wahlen. Genau dann gilt fur jedés, v} € M dassu € H oderv € H,
und somitM; N H| > 1fari=1,... ,nt

= HITTING SET ist N'P-hart.

= HITTING SET ist N'P-vollstandig. O

Aufgabe 3)

Zeigen Sie: Das Halteproblem isfP—hart. Warum ist es nicht/P—vollstandig?

Losung.

Wir reduzieren 3SAT auf das Halteproblem. 1

Sei M eine Turingmaschine, die als Eingabe eine 3SAT Insfanz (C, P := {P,...,P,})
erhalt wobeiC' eine Menge von Klauseln Gibét ist. M arbeite wie folgt:

(1) Schreibe einen BitvektaK der Lange|P| auf das Band und initialisiere ihn mit lauter
Nullen. M behandle den BitvektaK wie folgt: An deri—ten Stelle vonX steht genau
dann einel, wennP; als wahr interpretiert wird.

(2) Prife obX eine erfulllende Variablenbelgung fiiist. Falls ja: stoppe. Sonst Uiberschreibe
X durch seinen lexikographischen Nachfolger und prifewdrne

(3) FallsX = (1,...,1) gehe in eine Endlossschleife (Beispielsweise indem deff Kop
endlich lange nach Rechts gefahren wird).

!Die Formulierung,genau dann“ in jedem Satz klingt vielleicht etwas doof, atlas spart die Hin— und
Ruckrichtung getrennt zu behandeln. Diese Vorgehenswaétet sich hier an, da die Reduktion so simpel ist,
dass ihr Beweis in einem Gang erschlagen werden kann.



Betrachte nun eine 3SAT Instanz := (C, P). Wir konstruieren dazu eine Instadz :=
((7),w) des Halteproblems wie folgt:

e w ist die Menge der Klauseln sowie die aussagenlogischermiari in einer geeigneten
Kodierung.
Die Transformation ist offensichtlich polynomiell.

Nach Konstruktion vonM halt die Turingmaschine, wenn die als Eingabe tUberge3&#er
Instanz eine erfilllende Belegung hat, denn es werden intS¢) alle moglichen Variablen-
belegungen fuP tberprift. Hatl keine erfullende Belegung so gel in Schritt @) in eine
Endlosschleife, und terminiert nicht. Wir konnten alsogeei dass das HalteproblefP—hart
ist. O

Das Halteproblem ist jedoch nichf P—vollstandig, da dafiir zusatzlich verlangt wird, dassne
NP liegt. Dies ist aber nicht gegeben, da das Halteproblent eictscheidbar ist. Dies ist also
ein Beispiel fur ein\/P—hartes Problem, das ab@cht A/P—vollstandig ist.

Aufgabe 4)

Gegeben sei das ProblemNBPACKING eingeschrankt auf Bins der GroRe

GegebenEine MengeM := {a4,...,a,} von Elementen, sowie eine Gewichtsfunktian:
M —[0,1).

Frage: Wieviele BinsB; der GroRRd sind mindestens notig um die Elemente alle zu verpacken?

Betrachte dazu den folgenden AlgorithmWexXxT—FIT":

Algorithm 1 NEXT-FIT

1. K:=1

2. Bg :={a1}

3:fori=2,...,ndo

4. ifw(a;) >1-3,cp, wla)then
5: K=K+1
6
7

Bg .= Bg U {CLZ}
s return K

Zeigen Sie: NXT—FIT liefert eine Faktor—2—Approximation furiB PACKING.



LGsung.
Betrachte eine Instanzvon BIN PACKING. NF(I) = K bezeichne dabei die Anzahl Bins die
der Algorithmus NexT—FIT fUr die Instanzl berechnet.

Wir definieren uns zunachst das Gewicht eines Bins durchSdimme der Elemente die es
enthalt, also

w(Bj) == Z w(a)

a€B,
Dann gilt folgende Ungleichung fur alle=1,..., K — 1:

w(Bj) + w(Bjt1) > 1
da, der Algorithmus sonst die Elemente ds ; noch inB; gepackt hatte. Es folgt nun wegen

>1 >1

dass

> w(By) > falls k gerade

—

<

K-1
> w(By) > —5— fallsk ungerade

—

<

Eine Optimale Losun@PT (/) muss aber zwangslaufig mindestens so viele Bins belegen wie
die Elemente aufsummiert an Gewicht tragen, da sonst mdtienaente nicht verpackt worden
waren, also

OPT(I) > ) " w(By)

K
=1

Damit folgt insgesamt

K K-1
> . P
OPT(I) > jilw(BJ) > —
K-1

& OPT(I) >

<2-0PT(I)+1>K
& 2-0OPT(I) + 1 > NF(I)



