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Aufgabe 1) [Wiederholung]
SeiL := {a’bkc | j,k, 0l >0undk = [ falls j = 1} mit ¥ := {a,b,c}.

(a) Zeigen Sie, dask alle Bedingungen des Pumping Lemma erfillt.

(b) Zeigen Sie, dask trotzdem nicht regular ist.

LGsung.

(@) Sein die Pumping Lemma Zahl. Betrachte alle Wortere L mit |w| > n. Es gibt nun folgende
drei Falle zu unterscheiden:

e w enthalt genau ein. Das Wort hat also die Forab*c*. Wahle als Zerlegung = wvz mit
u=eundv = a. Esist alsquv| < n und|v| > 0 erfullt. Damit ist aber auch fur jedesc Ny
das Wortuv'z = a'b*cF € L.

e w enthalt genau zweis. Wahle als Zerlegung = wvz mitu = € undv = aa. Damit ist auch
wolz € Lfurallei € Ny.

e w enthalt keinag oder mehr al® as. Wahle als Zerlegung = uvx wiederu = e undv = w;
wobeiw, der erste Buchstabe vanist. Istw; = a, so gilt|w|, > 2 und es gilt fur allel € Ny
dassuviz|, > 1 und somitistuw’x € L furallei € Ny. Istw; # a, SO istw; = b oderw; = ¢
und damit auf triviale Weisev'z € L fur allei € Ny.

L erfullt also die Bedingungen des Pumping Lemmas.

(b) Wir zeigenindex(Ry) = oo, wobei R, die Nerode Relation voi beziiglich¥* ist. Dann folgt mit
dem Satz von Nerode, dassnicht regular ist.



Betrachte fiir beliebigek > 0 folgendeAquivalenzklassem, := [ab"*¢"].., also

[ab™ "]~ := {a, abec, abbce, abbbece, . . . }
[ab™ e := {ab, abbc, abbbec, . ..}
[ab" 2" := {abb, abbbc, abbbbce, abbbbbecc, . . .}

Jede dieser Klassen enthalt nur aquivalente Worten deryilt fir zwei Worterv, ws € Ay
wz el < 2= o wez € L

AuBerdem fallen keine zwei paarweise verschiedenen Kiadgeund A; zusammen, da fir zwei
beliebige Wortetw; € A, undwsy € A; gilt

14k
wizel & z=c" é z4d o woz & L

= X* zerfallt iber Ry, in unendlich vieleAquivalenzklassen und damit folgt mit dem Satz von
Nerode dasg nicht regular ist.

Aufgabe 2) [Wiederholung]

Betrachten Sie das ProblenuSGRAPHENISOMORPHIE
Gegeben: Zwei Graphen=; := (V1, E1) undGs := (Va, Eq) mit |Va| < |V4].

Frage: Gibt es eine Mengé& C V; mit |U| = |V»| und einen Isomorphismud : U — V5, also eine
bijektive Abbildung so, dass gilt

{r,yye Br & {®(2),®(y)} € Er Vo,y e U

Also ist G5 isomorph zu einem Teilgraph vai; ? Ein Beispiel ist in AbbildungX) gegeben.

Zeigen Sie: 8BGRAPHENISOMORPHIEist A/P-vollstandig.

5P & e

Abbildung 1: Beispiel fur eine erfullbare Instanz vouBGRAPHENISOMORPHIE Der GraphGZ, (rechts) ist iso-
morph zu der griinen Menge an Knoter(in.



Losung.

Um zu zeigen dassUBGRAPHENISOMORPHIEN P-vollstandig ist, zeigen wir zunachst, dass eine gera-
tene LOsung in polynomieller Zeit daraufhin Uberprignden kann, ob sie eine gultige Losung ist. Und
im zweiten Schritt reduzieren wir ein bekannt€$-vollstandiges Problem auf 8GRAPHENISOMOR
PHIE. Wir werden dafur CIQUE benutzen.

1. SUBGRAPHENISOMORPHIE € NP

Sei also(U C Vi, ®) eine geratene Losung. Folgender Algorithmus in Pseudoaberpriuft o/ eine
glltige Losung ist: Da wir nur zwei Schleifen Gb@&rdurchlaufen und bei jedem Durchlauf Gberprifen

Algorithm 1 VERIFIZIERE(U, )
1: for all x € U do

2. foralyeUdo

3: if {z,y} € By and{®(x),®(y)} ¢ Es then
4: return ,nein*

5: if {,y} ¢ £y and{®(x), P(y)} € E; then
6: return ,nein!

7. return ,ja

milssen ob eine Kante i} bzw. E, enthalten ist, ist der Aufwand i®(|V;|?|E1||Es|), und somit
polynomiell zur Eingabelange.

Damit kann eine geratene Losung VODESSRAPHENISOMORPHIEN polynomieller Zeit verifiziert wer-
den und es folgt SBGRAPHENISOMORPHIEE NP.

2. SUBGRAPHENISOMORPHIE ist NP-schwer

Wir zeigen Q.IQUE <, SUBGRAPHENISOMORPHIE Wir missen also eine Abbildung angeben, die
jede Instanzl = (V, E, K) von CLIQUE in eine Instanzl’ = (G; := (V4, E1), Gy := (Va,V2)) von

SUBGRAPHENISOMORPHIEtransformiert. Furf muss gezeigt werden, dagsin polynomieller Zeit
berechnet werden kann, und au3erdem muss gezeigt werdegillas

I enthalt eine Losung <=  f(I) = I’ enthalt eine Losung

Sei also/ := (G := (V,E), K) eine beliebige Instanz vonL@QUE. Konstruiere dazu eine Instanz
= (Gy := (W1, El) Go = (Va, V3)) von Subgraphenisomorphie wie folgt:
o V1=V
[ ] El =F

o V5 :={1,...,K} (G, soll also genaus Knoten haben)



o Fy:={{a,b} | a,b € V5,a # b} (G2 soll vollstandig verbunden sein)

n

Die Konstruktion ist mit polynomiellem Zeitaufwand magii, da mit|V]y =: n gilt [Es| = (5) =
TL2—7’L

Bt e O(n?)h.

Nun bleibt noch zu zeigen, dagsgenau dann eine Ldsung enthalt wenn ayich) = I’ eine Ldsung
enthalt.

=: Seil eine Instanz von QQUE, die eine Losung enthalt. Das heil3t alsd@in= (V, E) gibt es eine
Clique der GroRd<. SeiU := {uy,...,ux } die Menge der Knoten, die die Clique bilden. Dann
ist [U| = K und der durchU induzierte Teilgraph void: ein vollstandiger Graph mik” Knoten.
Da nach Konstruktion voii’ der GraphG; ebenfalls ein vollstandiger Graph nfit Knoten ist, ist
G4 isomorph zu dem durcli induzierten Teilgraph iwdr.

= Die Instanzl’ enthalt ebenfalls eine Losung.

«: Seil’ eine aud (nach obigem Verfahren) hervorgegangene Instanz WBGRAPHENISOMOR
PHIE. AuRerdem habé’ eine Losung. Das heil3t der Grapgh kommt als Teilgraph iri7; vor. Sei
U die Losungsmenge der ausgewahlten Knoten@pnDann hatte aber aucheine Losung, da
nach KonstruktionrG = G gilt, und U damit auch inG enthalten ist. WegefU/| = K, enthaltG
eine Clique der GroR&’.
= SUBGRAPHENISOMORPHIEist N'P-schwer.

Mit SUBGRAPHENISOMORPHIEE NP folgt die N"P-Vollstandigkeit. O

Aufgabe 3) [Wiederholung]

Gegeben sei das ProblenENR—TAUT das wie folgt definiert ist:

Gegeben: Variablenmengé/ und eine Klauselmeng@ uberU.
Frage: Gibt es hochstens eine Variablenbelegung/iso, dass nicht alle Klauseln erfullt sind?

Zeigen Sie: NAR-TAUT € co-NP.

Losung.

Die Definition von coA/P lautet coANP := {L | L¢ € N'P}. Wir missen also zeigen dass das zu
NEAR-TAUT komplementare Problem coENR-TAUT in NP liegt. Das Problem lasst sich wie folgt
formulieren:

Frage: Gibt es mindestens zwei Variablenbelegunget/ iso, dass nicht alle Klauseln erfillt sind?

YIn einem vollstandigen einfachen Graph= (V, E) giltimmer |E| = ('%'), denn der Binomialkoeffizient) beschreibt ja
gerade die Anzaht—elementiger Teilmengen aus einerelementigen Menge. In unserem Fall fie= 2 sind das gerade
die Kanten zwischen den Knoten, da wir eine Kante durch eireéetementige Teilmenge vdn beschreiben.



Um einen geratenen Losungsvorschlag zu uberprifen @inergultige Losung ist, braucht man nur
zwei der geratenen Variablenbelegungen daraufhin Gbfenpiob sie mindestens eine Klausel zu falsch
auswerten. Dies ist mit Aufwan@(|C|) moglich.

Damit ist co-NEAR—TAUT € NP, also co—co—EAR-TAUT = NEAR—TAUT € co-NP. O



