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11. Februar 2006

Aufgabe 1)

Gegeben sei digFunktion von Pajord, die rekursiv wie folgt definiert ist:

O(z,0) =z +1
®(0,y) :=y+1
(I)(‘Tvy) = (I)((I)(‘T - 17y)7y - 1)

(2) Geben Sie einen Algorithmus in Pseudo—Code anpdmrechnet.
(b) Zeigen Sie, das$ eine total berechenbare Funktion ist.

(c) Zeigen Siex < ®(x,y) fur alley € N.

LOsung.

(a) Folgender Algorithmus in Pseudo—Code realistert

Algorithm 1 &(x, y)
1: if y = 0then
return =+ 1
. else ifx = 0 then
return y+ 1
. else
return ®(®(z —1,y),y — 1)
- end if

NoaRsRDN

(b) Um zu zeigen, dass total berechenbar ist, stiitzen wir uns auf das Programmaigabe (a), und
zeigen, dass es fur jede Eingabe terminiert.

Wir fihren zunachst Induktion Gbgrund im Induktionschritt vory eine Induktion Uber.



IA: Seiy = 0. Das Programm terminiert nach Voraussetzung und esbditt 0) = = + 1, es
terminiert also fur allec € N.

IV: Das Programm terminiere fur alle € N und ein festeg € N.
IS: y ~~ y + 1: Wir fihren nun Induktion Ubet.

IA: x = 0: Das Programm terminiert offensichtlich, und es @0,y + 1) = y + 2.
IV: Die Behauptung gelte fir ein festes

IS: Betrachte®(z + 1,y + 1) = ®(P(z,y + 1),y). Nach IV (vonz) terminiert der innere
Ausdruck®(z,y + 1), und damit nach IV (von y) auch der auRere Ausdruck.

= ¢ ist total berechenbar. O
(c) Wir fuhren verschachtelte Induktion. Zunachst indvzn wir Gibery, und zeigen dass die Behaup-

tung fur allez € N im Induktionanfang gilt. Im Induktionsschritt ist dann dgchritty ~~ y 4+ 1 zu
zeigen. Dass dieser auch fur allec N gilt, zeigen wir dann durch eine zweite Induktion Uber

IA: Seiy = 0. Dann gilt®(z,0) = z + 1 > « fur alle z € N offenbar erfullt.
IV: Die Behauptung gelte fur alle und ein festeg.

IS: y ~» y + 1. Wir zeigen dass dieser Schritt fur attegilt, in dem wir eine Induktion Ubes
durchfuhren.

IA: Furz =0gilt 20,y +1)=y+2 > 0.

IV: Dies ist die innere Induktionsvoraussetzung fiDie Behauptungy < ®(x, y)" gilt also
fur beliebigesr und beliebigeg + 1 (weil wir ja im aul3eren IS bej + 1 sind).

IS: Wir zeigenz ~~ x + 1 undy ~~ y + 1. Dabei gilt:

Plr+1y+1)=2((z,y+1),9)
> d(z,y+1) (Induktionsvoraussetzung van
> (Induktionsvoraussetzung var)

Insgesamt folgt damit wiedelr(z + 1,y + 1) > = + 1 was zu zeigen war.

Aufgabe 2) [Wiederholung]

Zwei regulare Ausdriicke sind gleich, wenn sie die gleispeache beschreiben. Zeigen Sie die folgenden
Gleichungen fir beliebige regulare AusdrickeB undC.

(@) A(BUC) = (ABU AC)
(b) (ABU A)*A = A(BAU A)*



Lo6sung

() Seil 4 die Sprache die durch beschrieben wirdL z die Sprache die durcB und L die Sprache
die durchC beschrieben wird.

Betrachte

Ly(LpULe)={weX |w=aymitz € LaANy € (LpULc)}
={we¥X|w=xymitz € LyA(y€ LpVye€ L)}
={weX |w=xymite e LaANye LgpVaer e LysNy€ Lc)}
:{w62*|w€ (LALBULALc)}
= (LALBULALc)

O
(b) SeiL\” := (ABUA"AundL{" := A(BAU A)".
Wir zeigenZ\™ = L{" mittels Induktion tiber.
IA: Sein =0.Esgilte- A = A-e. Somitist der IA erfillt.
IV: Behauptung gelte fur beliebiges und festes
IS: n ~n+ 1. Esgilt:
L") — (ABU A1 A
=(ABUA)"- (ABUA)- A
W (ABUA)" - (ABAU AA)
W (ABU A" A (BAU A)
Y A (BAUA)"- (BAU A)
= A(BAU A1
n+1
=
Es gilt aIsoL&") = Lé”) fur allen € Ny, und damit folgt dass gilt
(ABUA)*A = A(BAU A)*
O

Aufgabe 3) [Wiederholung]

Gegeben sei folgender DEA aus Abbildung ).

(&) Minimieren Sied durch ein systematisches Verfahren.

(b) Weisen Sie die Minimalitat nach, indem Sie fUr jedestaandspaap, g mit p # ¢ ein Wort angeben,
das die Nichtaquivalenz belegt.



Abbildung 1: Automat zu Aufgabe 3)

LGAsung

(a) Betrachte die Klassé von Zustanden mifl := Q).
e Worter der Lange 0z. Dieses trenn# in B; := [qo, q1, ¢2, g3) und By := [q4]. B2 ist dabei
neuer Endzustand.
e Worter der Lange 1:

— atrenntBy in C := [qo, ¢1] undCs := g2, g3].
— b trennt nichts.

Es seiC3 := Bs.
e Worter der Lange Zia, ab, ba, bb. Keines dieser Worter trennt eine der Klaségii = 1, 2, 3).

Somit ergibt sich der Minimalautomat aus Abbilduray. (

b b a,b
a a
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Abbildung 2: Minimalautomat zu Aufgabe 3)

(b) Zeugen fur die Nichtaquivalenz:

e (7 undCy werden durctu getrennt, da(C4,a) ¢ F aberd(Cs,a) € F.
e (3 undC3 werden durclb getrennt, da(Cs, b) ¢ F aberé(Cs,b) € F.
e (7 undC5 werden durctbb getrennt, denia(Cy, bb) ¢ F aberd(Cs, bb) € F.



