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Aufgabe 1)

Gegeben sei folgende Grammatik:= ({S}, {a, b}, P, S) mit

P:={S — aSa, 1)
S — bSb, 2
S — aa, )
S — bb} (4)

(a) Bestimmen Sie den (maximalen) Chomsky—Typ der Grankniati
(b) Wandeln Si&= in Chomsky—Normalfornt;’.

(c) Bestimmen Sie die durafi erzeugte Sprache(G) und beweisen Sie ihre Behauptung.

LAsung.

(a) Gleich wegen der ersten Ableitungsregel kann die Gratkmight vom Typ CH-3 sein. Da es aber
keine Ableitungsregel gibt, die im Widerpsruch zu CH-2 ste G vom Typ CH-2.

(b) Wir fuhren das Verfahren zWberfithrung in CNF durch.

1. Wir fuhren fir jedes; € X eine neue Variabl&; in V' ein, und ersetzen in jeder Produktion
durch X;. Schlie3lich fugen wir noch®| neue ProduktionX; — x; fur jedesz; € X ein. Dies
fuhrt uns zu der Grammati&, = ({S, A, B}, {a, b}, P1,S) wobei

P :={S— ASA|BSB| AA | BB,
A — a,

B — b}



2. Wir verkiurrzen alle Produktioneh — 7 mit || > 2. Daraus resultiert die Grammat, :=
({S,A,B,X,Y}, {a,b}, P, S) mit

P, :={S— AX | BY | AA | BB,
A — a,
B — b,
X — SA,
Y — SB}

3. Wir eleminieren alle Kettenregeln (und Kreise). Da eBitkeine Kettenregeln gibt, ist hier nichts
mehr zu tun.

Es gilt G’ := G5 ist die in Chomsky—Normalform aquivalente Grammatikzu

(c) Der Beweisist etwas andersalsim Tutorium, dawir einige Fehler gefunden haben.

Behauptung: Die durcld’ erzeugte Sprache idt = {ww® | w € T}, also die Sprache aller
Palindrome gerader Lange ul¥er Wir beweisen. = L(G) in zwei Schritten:

1. L C L(G):

Wir fuhren Induktion Uber die Wortlange der Worter in Das kirzeste Wort il hat offen-
sichtlich Lange2, also

IA: Seiw € L mit |w| = 2. Dann istw = aa oderw = bb. Diese werden durcti erzeugt in
dem man beginnend vom Startsymlsbtlie dritte oder vierte Ableitungsregel anwendet.
IV: Die Behauptung gelte fur ein beliebigaqn gerade).
IS: n~>n+2:
Seiw € L mit |lw| = n + 2. Dann lasst sichw schreiben alsv = zvx mitv € L und
T € X.

Da|v| = nist nach IVv € L(G), es existiert also eine Folge von Produktionen mit
S = v. Je nachz figen wir nun die erste bzw. zweite Produktion an den Anfdag
Ableitungskette an, und erhalten sotfiits> Sz = zvx = w, worausw € L(G) folgt.

2. L(G) C L:

Wir fuhren Induktion Gber die Anzaht der Ableitungsregeln, die Worter mit w € >*
erzeugeh

IA: Sein = 1, es kommen also nur die Ableitungsfolgén— aa bzw. S — bb in Frage.
Sowohlaa alsauchbb sind in L enthalten.

IV: Die Behauptung gelte fur ein beliebiges

IS: n~n+1:
Betrachte die Folge von Ableitungsregebh= xSz = avz =: w. Nach Induktions-

voraussetzung ist € L, dav nachn Ableitungen produziert wird. Dann ist aber auch
xvr € L.

= L =L(G). O

! Unfertige* Ableitungsfolgen, bei denen das Wort noch \Vlaléa enthalt, wollen wir auRRer acht lassen.



Aufgabe 2)

SeiG := (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik und seien induktiv die folgemd/engen definiert:

X()::Z
Xpt1 =X, U{A|AecV, Tz X, A— 2z}

() Zeigen SieX; C X, fur allei und es gibt eirk € N mit X}, = X, und falls X = X}, soist
auchXy = Xy, furaller € N.

(b) ZujedemA € V sei
LA ={z|z€X* A2}
Zeigen Sie, dast(A) # () genau dann, wenn es eine N gibt, mit A € X,.

(c) Die Definition derX; lassen sich als Verfahren benutzen um zu prifen ob die dumetkontextfreie

GrammatikG erzeugte Sprache leer ist. Geben Sie den worst—case Aufagymdptotisch im0
Kalkul an.

Losung.

(@) X; C X, folgt unmittelbar aus der Definition. D& | < oo kann es keine unendlicteeht aufstei-
gende Kette geben, somit existiert éire N mit X, = X1.
Dass nunX; = X, fur aller € N gilt, beweisen wir durch vollstandige Induktion tiber
IA: r = 1: Dies ist die Voraussetzung.

IV: Die Behauptung gelte fir ein beliebiges aber festes
IS: r ~» r + 1: Wir rechnen nach:

Xjr41 = Xpr U{A| AcVundesgibk € X;,, mitA— 2}

Y X, U{A| A€ Vundesgibt € X; mit A — z}
= Xk+1
= X}

(b) Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

.<": Wir zeigen A € X,, = L(A) # 0 durch Induktion Uben:

IA: n = 1. SeiA € X;, dann gibt es nach Definition eine X = X* mit A = z, somit ist
z € L(A)undL(A) # 0.

IV: Die Behauptung gelte fur ein festes



IS: n~»n+1.Seid € X,,+1, dannististd € X,, oder es gibt eir € X mit A = 2.
Ist A € X,,, sofolgtL(A) # 0 aus der IV.
Im anderen Fall betrachten wir jede Varialiedie in z enthalten ist. Weik € X ist, ist
auchB € X. Aus der IV folgt nunL(B) # (), also insbesondere existiert eig wobei
B = zp mit zp € ¥*. Also existiert eine Kette von Ableitungen

A= 2= 24 zp €XF

und somit istL(A) # 0.

.= Sei L(A) # 0, also gibt es ein Wort € X* mit A = 2, also eine Ableitungskette der Form
A=z, = 2, 1= ...=> 20:= 2

Wir zeigen jetzt durch Induktion Uibémdass fur jede Variabl& < V' gilt: Kommt B in z; vor,
dann giltB € X;, alsoz; € X;.
IA: Firi=0istz) =z € ¥* = X{.
IV: Behauptung gelte fur festes
IS: n~n+ 1.
Sei B also inz; 1. Der Ableitungsschritt; 1 = z; wird durch eine Produktio = R

erzeugt. Dann gilt; 11 = vZv und z; = uRv. Ist B auch inz;, so folgt die Behauptung
mit der IV.

Sei nunB nicht in z;, dann wurdeB durch die Produktior”Z =- R geldscht, also gilt
Z = B und nach Konstruktion voX; 1 ist B € X;11.

Also folgt ausL(A) # 0, dass eim € N existiert mitA € X,.

O

(c) Sei|V| =: k, dann endet nach Aufgabe (a) das Verfahren spatestenskastruktion von.Xj,.

Im schlimmsten Fall muss man in jedem Schritt jede Produkt#sten, also ist der Aufwand des
Verfahrens inO(|P| - |V]).



