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Aufgabe 1.

»Ein Ausgleich von Wahrscheinlichkeiten fuhrt immer zuegiterhohung des Informationsge-
halts.”

Gegeben seien die Wahrscheinlichkeitgn. . . , p,, mit p; > ps. Definiere dazu

pi=p1—Ap
ph = p2 + Ap
Pi = pi furi=3,...,m

wobeiAp > 0undp; — Ap > ps + Ap.
Zeigen Sie, dass gilt

H(p\,pb, ..., 0n) > H(p1,p2, ..., Dm)

LGsung.

Wir l16sen die Aufgabe durch Nachrechnen.



H(p),...,p),) =— (p1 — Ap)log(p1 — Ap) — (p2 + Ap)log(ps + Ap)

m
— ) pilogp
=3

= — p1log(pr — Ap) — palog(ps + Ap) — sz log p;

— Ap
+ Ap
>1

| S ——
>0

+ Ap log

> — pilog(p1 — Ap) — palog(pz + Ap) — sz log i

p; log p; nach Lemma aus Vorlesung

i]M):

1=

:H(p177pm)

Damit erhalten wir insgesamt

Hy, ..., > H(p1, .-, pm)-

Anmerkung. Das Lemma auf das hier Bezug genommen wird ist das Folgende:

Lemma. Sindpy,...,pm,q1,- -, ¢m > 0 mit

m m
Z qi < sz' =1
i=1 i=1
Dann gilt
—> pilogp; <= pilogg;
7 7
wobei Gleichheit nur gilt fallg; = ¢; furallei =1,...,m.

Das Lemma lasst sich fir unseren Fall instanziieren wenigw= p; — Ap undgs := ps + Ap
wahlen. Hier gilt sogar

Z%ZZM:L

wegenAp > 0 jedoch nichtp; = ¢; fur alle <. Somit sind alle Voraussetzungen an das Lemma
erfullt und wir erhalten im obigen Beweis das echite-Zeichen.



Aufgabe 2.

Gegeben sei folgender binarer, asymetrischer Kanal ddreAlphabeterX’ = Y = {0, 1}:
POO)=1-5  P(10) =7
P(0|1) =0 P(11) =1

(&) Furwelches? hat der Kanal maximale Kapazitat?

(b) Furwelchedd (X) wird bei gegebener Wahrscheinlichkeitsverteilyhder Wert vonH (Y)
maximal?

(c) Berechnen Sie FehlinformatioAguivokation und Transinformation fi# = 0.9 unter An-
nahme von Gleichverteilung al.

Losung.

Wir machen uns zunachst détbertragungskanal an einem Diagramm anschaulich klar:

(a) Die Kapazitat des Kanals ist definiert durch
C:= H(X;Y
ggg{ (X;Y)}
Dabei istH (X;Y') die Transinformation, also die tatsachlich Uibertragef@mation. Of-

fensichtlich wird die Transinformation maximal, wenn keiStorungen auftreten. Wahlen
wir 5 = 0 so ergibt sich folgende Situation:



Jedes Zeichen wird mit Wahrscheinlichkéikorrekt Gibertragen. Somit gibt es hier keine
Storungen, und die Kapazitat wird fiir= 0 maximal.

(b) Unser Ziel ist es die Entropi# (Y') zu maximieren. Machen wir uns zunachst klar, dass
H(Y') = H(po,p1) immer bei Gleichverteilung einen maximalen Wert annimmd.p +
p1 = 1 gelten muss, missen die Wepteund p, folgenden Bedingungen geniigen:

a) po=a
b) pr=(1-a)
wobei o € [0,1]. Die Entropie errechnet sich dann duréi(Y) = —(aloga + (1 —

a)log(l — «)). Tragt manH (Y') in abhangigkeit vor Uber dem Intervall0, 1] auf, so
ergibt sich das Schaubild aus Abbilduhg
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Abbildung 1: H(Y') in Abhangigkeit vornw bei einem binaren Alphabet mit den Wahrscheinlichkeiten
po =aundp; =1 — a.

Es ist leicht ersichtlich, dass das Maximum hier bek % liegt. Im Allgemeinen gilt, dass
die groRte Entropie stets bei einer Gleichverteilung angemen wird.

Wir fordern nun

Da wir jedoch die Entropie des Senders, alsQX ) berechnen wollen, miissen wir irgend-
wie P(X) ins Spiel bringen. Wir kdnnen die WahrscheinlichkBitY” = ;) auch schreiben

1Bei Gleichverteilung ist dieUnsicherheit’, welches Zeichen als nachstes kommt arf3tgriy somit ist auch der
Informationsgehalt jedes Zeichens am grof3ten.



als

P(Y =y) = P(X =z;)P(Y|X)

denn die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines ZeichgasisY ist gerade die Summe
der Wahrscheinlichkeiten jedes Auftreten venmultipliziert mit der Wahrscheinlichkeit,
dass es alg; Ubertragen wird.

Dies liefert fir unsere Werte die beiden Gleichungen (LGS)

PY=0)=(1-p)P(X =0)

e,
—
~
Il
—
N—
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N — N =

P(X =1) + BP(X = 0)

Wir kbnnen nun dieses LGS auflosen X = 0) und P(X = 1) zu bestimmen.

g Py=0_ 5 1
PX=0)= 1-p8 1-8 2-28
Da wir ein binares Alphabet haben, uR{X = 0) + P(X = 1) = 1 ergeben muss kann
man nunP (X = 1) ohne viel Rechnerei hinschreiben

. 1
2 — 23

Die Entropie des Senders lasst sich nun einfach berechnen:
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(c) Es ergibt sich nun folgende konkrete Situation fir dem#:
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Zunachst berechnen wir die Entropiéh( X ), H(Y') und H (X, Y") (Totalinformation) aus
dem Diagramm. Die restlichen Werte lassen sich dann sefac@imbleiten.

Da wir eine Gleichverteilung seitens gegeben haben, it(X = 0) = P(X = 1) = 3
Abbildung 1 entnehmen wir eine Entropif (X) = 1bit?> Die Wahrscheinlichkeited?(Y")
sind ebenfalls schnell berechnet. Es gilt namlich

PY=0)=P(X=0)-PY =0X=0)+P(X=1)-P(Y=0X =1)

=0

Und damit folgt sofortP(Y = 1) = 1 — 5 = 3. Fur die EntropieH () gilt daher

1 19

H(Y) :H(?O’%

)
1 b 19 19
~ 20 20 20 %20
~ (.286bit
Die Totalinformation, alsdZ (X, Y") berechnet sich durch

H(X,Y)=H(P(X =0)P(Y =0/X =0),P(X =0)P(Y = 1|X =0),

P(X =1)P(Y =0|X = 1), P(X = )P(Y = 1|X = 1))
1 91
=H55020%)
~ 1.234bit

Mit diesen drei Werten lassen sich nun die gewiinschterofietn ableiten. Es gilt:
e Fehlinformation (Irrelevanz):

H(Y|X)=H(X,Y)— H(X) = 1.234 — 1 = 0.234bit
o Aquivokation (Verlustinformation):

H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y) = 1.234 — 0.286 = 0.948bit
e Transinformation:

H(X;Y)=H(X)— H(X|Y) = 0.052bit

Man sieht dass der Kanal recht schlecht ist, und nur extrenignieformation tbertragt.

2Wer das nicht,glaubt‘, mag das gerne zu FuR nachrechnen.



