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Aufgabe 1.

Betrachten Sie das Perzeptron-Modell fir kiinstlicheomale Netze.

(a) Modellieren Sie folgende Funktionen durch ein Peroepimit minimaler Anzahl an Neu-
ronen: AND, OR, XOR.
(b) Lasst sich die XOR Funktion mit einem Neuron realigi@&eweisen Sie ihre Behauptung.

Losung.

(&) Wir machen uns zunachst die Wahrheitstafeln fur digkkanen AND, OR und XOR klar:

xl‘xg‘ﬁﬂl/\xz xl‘ﬁﬂz‘xl\/xg

0|0 0 0|0 0
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0|0 0
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Wir kdnnen damit die Netze aus Abbildudderleiten.

Die Netze fir AND und OR sind sehr einfach und sie lieferrenffichtlich das korrekte

Ergebnis. Fir das XOR Netz ist das nicht mehr so einfaclusetzen, daher tberprifen wir
die Funktionsweise zu Ful. Zunachst fallt auf, dass datetd Neuron ein AND Element
darstellt. Das heif3t, damit das gesamte Netz feuert, missiele der mittleren Neuronen
gefeuert haben. Wir bezeichnen die mittleren Neuronen(niund O, (von oben nach

unten). Also:



(b)

Abbildung 1: Neuronale Netze fur AND, OR und XOR

e Sei(x1,z2) = (0,0). Dann feuert das Neurafi; nicht, das heif3t das Ergebnis (st

e Sei(x1,z2) = (0,1). Dann feuert das Neuro@,. Auch das NeurorD, feuert, da
—-1-0—-1-1=-1> —1.5erfullt ist.

e Sei(z1,22) = (1,0). Diese Situation ist symmetrisch zur Vorherigen, also fieue
wieder beide Neuronef?; undOs.

e Sei(x1,z9) = (1,1). Es feuert zwar das Neuran,, aber furOz gilt —1-1—-1-1 =
—2 # —1.5. Das Netz feuert also nicht.

Wir sehen dass das Netz genau unsere Anforderung, nandickQR Funktion zu berech-
nen, erfullt.

Die,kanonische* Frage ist nun, ob sich das Netz auch mit wenigerdhen implementie-
ren lasst, wo sich doch andere logische Operationen wie ANDOR offensichtlich mit
einem Neuron realisieren lassen. Wir beweisen, dass die K@iktion nicht mit einem
einzigen Neuron realisiert werden kann.

Nehmen wir an, wir hatten ein Neuron mit den Gewichtgnund w, sowie dem Schwell-
wert o, das die XOR Funktion realisiert. Die XOR Funktion stelligiende Anforderungen
(Gleichungen) an das Neuron:



(1) O-wg + 0wy < o
(2) O-wy + 1wy > o
(3) 1wy + 0-wy > o
(4) 1wy + 1wy < o

Addiert man Gleichung (2) auf (3) so ergibt sieh + ws > 20. Wegen Gleichung (4)
kdnnen wir schreiben

o> wi + wo > 20 = o> 20

Die Gleichungr > 20 kann aber nur fis < 0 erflllt werden, und das ist ein Widerspruch
zu Gleichung (1). O

Aufgabe 2.

Betrachten Sie Abbilduna.

T2

T

Abbildung 2: Ein Geradenbiischel.

Konstruieren Sie ein neuronales Netz mit den Neuron-Ads@a) = {0,1}, das genau dann
eine eins ausgibt, wenn die Eingabe ein Punit .%'Q)T auf einer der Geraden ist.



LGsung.

Wir wissen, dass ein Neuron mit Eingabewerten einem Halbraum iRf* entspricht. Da wir
hier denR? vorliegen haben, haben wir zwei Eingaben, =2 ). Offensichtlich missen Punkte
auf Geraden klassifiziert werden, das hei3t Punkte die Biegen der Formv, z; +wsxs = ot
erfullen. Unsere Neuronen sind allerdings nur,fiét definiert. Aber das macht nichts, denn wir
kdnnen eine Gleichung der Formy z1 + wexzs = o durch zwei Gleichungen ausdriicken, die
beide gleichzeitig erfiillt sein miissen, namlichr; 4+ woxs > o uNd —w iz — wozy > —02.
Die beiden Gleichungen missen wir in unserem Netz mit eipgidD-Neuron* verknipfen,
um zu erzwingen, dass beide erfillt sein sollen.

Da wir eine eins ausgeben sollen, wenn ein Punkiaoélestens einer der Geraden ist, werden
wir die Ergebnisse, von unseren Geradengleichungen dimc®R Neuron verkniupfen, und
erhalten damit das gewiinschte Verhalten.

Die Geradengleichungen ergeben sich durch:

e Gerade 1z = —z1+3 < x1 +22 =3

e Gerade 2y = %1‘1 = —%.%'1 +x9=0

e Gerade 3wy =21 — 1 —21 + 29 = —1

Die Gewichte sowie die Schwellwerte fiir die Neuronen, dee@eraden modellieren, kdnnen
wir jetzt einfach ablesen und erhalten als Gesamtes dasahstAbbildung3.

!Koordinatendarstellung einer Hyperebene, in unserenalileiner Geraden
2Das haben wir ja schon oft gesehen. Vgl. Lineare Programme.



Abbildung 3: Neuronales Netz zur Erkennung der Geraden. Die gelben Bémgaironen sind nur der
Ubersicht wegen eingezeichnet. Eigentlich sind die Neemdfir z; und x5 nur einmal
vorhanden!



