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Aufgabe 1.

Beweisen Sie die Kettenregel fiir die Kullback—Leibler—Divergenz:

D(p(z,y)lla(z, y)) = D(p(2)llg(z)) + D(p(ylx)lla(ylx))

Hinweis: Die bedingte Kullback—Leibler—Divergenz ist definiert als
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Lésung.

Wir 16sen die Aufgabe durch Nachrechnen. Es gilt
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Die linke Term in der vorletzte Zeile folgt mit dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeiten',
das besagt, dass fiir zwei stochastisch abhédngige Zufallsvariablen X und Y gilt

> p(ly)p(y) = p()

Aufgabe 2.

Wir wollen die Logarithmen—Summen-Ungleichung beweisen.

(a) Zeigen Sie: f(t) = tlogt ist ein streng konvexe Funktion fiir ¢ > 0.

(b) Seinun f eine konvexe Funktion und p; > 0 mit > | p; = 1. Zeigen Sie, dass dann gilt:
n n
> pif(t:) = FOpiti)
i=1 i=1
(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b):
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Diese Ungleichung wird auch Logarithmen—Summen—Ungleichung genannt, und konnte bei
Aufgabe 5a auf dem aktuellen Ubungsblatt sehr behilflich sein.

Loésung.

(a) Wir zeigen, dass die Funktion f (streng) konvex ist indem wir die zweite Ableitung unter-

suchen. Zur Vereinfachung sei ¢ := ﬁ, dann ist logt = c - Int. Es gilt also

f'(t)=c-Int+c
und damit

ity =coy

Offenbar ist f”(¢t) > O fiir alle ¢ > 0, somit hat die Funktion f keine Wendepunkte und
besteht iiberall aus einer Linkskriimmung. Damit folgt, dass die Funktion streng konvex
ist. O
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(b) Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n.

IA: n=2.
Wir haben zwei Werte p; und py mit p; + p2 = 1. Damit ist po = (1 — p;). Die zu
zeigende Aussage ist also

pif(t) + (1 —p1)f(tz) > f(prts + (1 —p1)t2)

Das ist aber gerade die Definition einer konvexen Funktion, somit ist die Gleichung
fiir n = 2 erfiillt.

ISsn—1~n

Definiere zunichst fiir die Werte p; fiir¢: = 1,...,n — 1 neue Werte
o= P
‘ 1- Dn

Also ist p; = (1 — py,)p}. AuBerdem gilt
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was wir fiir die Anwendung der Induktionsvoraussetzung bendétigen. Damit folgt nun:

n n—1
Zpif(ti) = pnf(tn) + (1 - pn) Zp;f(tz)
=1 )

Ig pnf(tn) 1 _pn <Z pz )
n—1
>f<pnt +(1_pn sz >

=1

n—1
=f (pntn + ZPJz’)
i=1
=f (ZPM‘)
i=1

(c) Mit der Vorarbeit aus Aufgabe (a) und (b) ist dies sehr einfach. Setze f(t) = tlogt. Aus
Aufgabe (b) wissen wir, dass f konvex ist, und mit Aufgabe (b) folgt damit

Zaif(ti) > f <Z Oéz‘tz)
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Fiir «; > 0 und ZZ «; = 1. Wir definieren die «; und t; durch die a; und b; aus der

Aufgabenstellung wie folgt:
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Damit ist ), a; = blgjjzrjbn = %fbj
J J

benutzen und erhalten

%

= 1 erfiillt, und somit kénnen wir Aufgabe (b)

bi a;

bl’ a a; bz a;
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Kiirzen sowie Multiplikation beider Seiten mit ; b; ergibt

zi:ai log%z > zi:ai logzi: Zi‘ibj

oder anders geschrieben

a; E:'ai
E a;log — > E a;lo z

was gerade die zu beweisende Aussage war. O



