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Aufgabe 1)

SeienMy, M, C R™ rationale Dinnmengen.

Zeigen Sie:M; N M, ist wieder eine rationale Dinnmenge.

LGsung.

Nach Definition aus der Vorlesung hat eine rationale Dimgeealie Gestalt
M:={X eR"|Bi(X)>0A...AB,(X) >0}

wobei dieB; rationale Funktionen alR™ sind.

Seien also
M;:={X eR"| Bi{(X)>0A...AB.,(X) >0}

und
My :={X € R" | B,11(X) > 0A ... ABy(X) >0}

zwei rationale DUnnmengen. Da jede der rationalen Fun&ticeine Art,Constraint* fur die
zulassigen Punkte in der Menge darstellt, gilt fur die IRerausM; N M, dass sie sowohl den
Bedingungen vonl/; alsauch den Bedingungen vaid, genligen missen, was der logischen
Konjunktion der Bedingungen entspricht. Also ist

MiNnMy; ={X eR" | Bi(X) > 0A...AB(X) >0 AB41(X) > 0A...ABs(X) > 0}

nach Definition wieder eine rationale Dinnmenge.



Aufgabe 2)

Gegeben sei eine reelle Funktign R — R mit
f(ac) — 2[:13J mod 7

Berechnen Sie mit Hilfe von Satz A die Anzahl VergleicRedie jeder Algorithmus im RAM-—
Modell mindestens benétigt.

LGsung.
Offensichtlich istf selbst keine rationale Funktionlity wir analysieren also zunachst die Werte,
die f annehmen kann. Fijrr| mod 7 gilt
|z|] mod 7€ {0,1,2,3,4,5,6}
und somit
ole) mod ™ ¢ 11 9 4.8 16,32,64}

Wir kdnnen also num := 7 paarweise verschiedene rationale Funktionen definieren:

Qi1(X):=1 Qa(X) =38 Q7(X) =64
Q2(X) =2 Q5(X) =16
Qs3(X) =4 Qs(X) =32
Wir definieren nun geschickt paarweise verschiedene Punkfec R:
X, :=0,5 X, =35 X7 :=6,5
Xo:=1,5 X5:=4,5
X5:=2,5 Xg:=5,5

Fur jedesd < ¢ < 0,5 gilt offenbar f(X) = @Q;(X) fur alle X € U(Xj,e). Wir kdbnnen also
zum Beispiek := 1 setzen.

Somit folgt aus Satz A, dass die Anzahl Vergleidkém RAM-Modell zur Berechnung vorf
mindestendog, (7) betragen muss, woraug = 3 folgt.

Aufgabe 3)

Gegeben sei folgendes Problem: Firr einen Vekter. .., z,) " € R™ mochten wir die Anzahl
x; zahlen, fur dier; > 0 erfullt ist. Der Algorithmusl 16st das Problem.

(a) Geben Sie fur das Problem mit= 2 einen Entscheidungsbaum an.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Satz A eine allgemeine un8uakranke fur das Problem.



Algorithmus 1 : COUNTPOSITIVE

Eingabe: Ein Vektor (z1,...,z,)" € R?
Ausgabe: Die Anzahl Werter; fur die z; > 0 erfullt ist
1 anzahl < 0
2 fir i 1...ntue
3 wennz; > 0 dann
4 L L anzahl < anzahl + 1

Losung.

(a) Der Entscheidungsbaum aus Abbildunigjustriert die Losung.

X[1] > 0?

nein

T

X[2] > 0? X[2] > 0?
nein ja nein ja

T

Abbildung 1: Entscheidungbaum fiir = 2.

(b) Achtung: Neue Losung!
Wir definieren uns zunachgt= n + 1 PunkteX; € R™ wie folgt:

X = (~1,...,—-1,-1,-1)
Xy :=(—1,...,—1,—1,1)
X3 = (*1,...,*1, I, I)
Xpi=(—1,...,1,1,1)
X,o=(1,...,1,1,1)



Zu jedem dieser Punkte definieren wir uns eine rationale tamk); durch
Q; := Anzahl positiver einsen iX;

So glthl(X) =0, QQ(X) = I,Qg(X) =2, Q4(X) =3, ,Qq(X) =n.

Firjeded) < £ < Listnunf(X) = Q;(X) furalle X € U(X;,e). Wir konnen alse := 3
setzen. Mit hilfe des Lower—Bound—Theorems folgt nun fiérAinzahl R der Vergleiche

R >logy g =logy(n+1)

Es sind also mindesterisg,(n + 1) Vergleiche im RAM—-Modell nétig um die Anzahl
positiver Vorkommen in einem VektoX € R™ zu zahlen.



